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� � 摘 � 要: � 本文研究了计算 GMW序列线性复杂度的算法, 在此基础上对其进行了简化,得到了一种方法,来快速

构造给定周期长度的 GMW 序列,使其具有最大线性复杂度. 利用此方法工程人员可以无须掌握太多数学知识而很快

捷的得到理想的 GMW 序列并将之应用到扩频多址通信系统中,从而使整个系统具有最佳性能.
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Abstract: � An algorithm for computing the linear spans of GMW sequences was studied and simplified in this paper. Then we

get a new method which can obtain GMW sequences with largest linear spans for a certain periods. Using this method, engineers can

get ideal GMW sequences in a short time without mastering much mathematic knowledge. These sequences can make the spread spec�
trum multiple access communication systems have optimal performance.
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1 � 引言

� � 扩频通信由于其具有保密性和抗干扰能力, 所以不仅在

军事通信中获得了成功应用,而且越来越广泛的应用到民用

通信中去.在扩频多址通信中扩频码的性能占着举足轻重的

作用,它的好坏将直接影响整个系统性能的优劣, 所以如何构

造出好的扩频序列就成为人们研究的热点[ 1, 2] . 而在扩频码

的特性中,线性复杂度又是一个重要的指标, 因为只有大线性

复杂度的序列才可以不会被别人轻易截获和破译, 因此构造

出具有大线性复杂度的扩频序列也成了人们研究的焦点之

一[3] . 1984年, Scholtz和 Welch 提出了用迹函数生成 GMW 序

列的一种方法[4] ,人们发现此序列不仅和 m 序列一样具有理

想自相关性能,而且对于相同周期的两种序列, GMW序列的

线性复杂度要大于 m 序列.从此, 人们开始了对 GMW序列线

性复杂度的研究
[5, 6]

. 我们知道迹函数的形式是多变的, 对于

相同周期长度的序列改变其迹函数的参数, 就会得到不同的

GMW序列, 但是这些 GMW 序列的线性复杂度是不同的,甚至

是相差很大的,所以说拿任意的 GMW 序列来进行扩频序列

的构造肯定会有比 m 序列好的效果,但并不一定是最好的效

果,因此要想达到最好的效果就要对 GMW 序列进行筛选, 取

出其中具有最大线性复杂度的 GMW序列来进行扩频序列的

构造. 1993年, Klapper等人针对特殊情况讨论了 GMW序列的

线性复杂度[ 5] ; 1999 年, Chung 等人也只是研究了 GMW序列

线性复杂度的求法[ 6] , 均没有涉及到最值问题, 且计算公式较

繁琐, 不易理解.

针对以上情况本文对 GMW序列线性复杂度进行了更进

一步的研究, 用数学的方法简化了算法,给出了针对固定长度

构造具有最大线性复杂度的 GMW 序列的快速方法. 应用此

法只需进行简单的计算就可以快速构造出具有最大线性复杂

度的 GMW序列.

2 � 理论基础

� � 设 q 为 2 的某个阶数次幂, GF( q )表示含有 q 个元素的

Galois 域.

定义1[ 7] � 迹函数 y= trq
n

q ( x )表示由 GF( q n)到 GF( q)的

一个映射, 即对任意的 x � GF( q)有

tr q
n

q ( x )=  
n- 1

i= 0

xq
i

(1)

定义 2 [4] � 设 q0= 2 且 qi= q
n
i

i- 1
, n i> 1( i= 1, 2)且为正

整数, �为GF ( q 2)的一个本原元. 设 k1 为正整数, k1< q 1 且

gcd( k 1, q1- 1)= 1. 则 GMW 序列 T 其第 j 项定义为

Tj = tr
q
1
q
0
( { tr

q
2
q
1
( �j) } k1) (2)
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� � 引理 1[ 6] � 设 q0= 2 且 qi= q
n
i

i= 1
, ni> 1( i= 1, 2)且为正整

数.�为GF ( q2 )的一个本原元, 且设 �= �
K , 其中 K = ( q2-

1) / ( q1- 1) . 对一个指标集 J= { d1 , d2, !, dQ } ,周期为 q1- 1

的序列 S ,其第 j 项( j= 1, 2, !, q 1- 1)表示如下

S j=  
d � J

tr
q
1

q
0

( �dj) =  
Q

i= 1

tr
q
1

q
0

( �dij) (3)

设此序列有理想自相关性能, 则对一个整数 r , 1∀ r ∀ q 1- 2,

且 r 和 q1- 1 相对互素, 周期为 q2- 1 的序列 T#, 其第 j 项( j

= 1, 2, !, q2- 1)定义为

T#j =  
d � J

tr
q1

q
0

( tr
q2

q
1

( �
t
) )

dr
=  

Q

i= 1
 

�� I( n
1
n
2
, n

1
;∃d

i
r%
q
1
- 1

)

tr
q2

q
0

(�
aj
) (4)

也有理想自相关性能. 如果 2 jd i, 0 ∀ j ∀ n1- 1, 对每个 i 模 q 1

- 1 都不同.则 T#的线性复杂度为

L = n1  
Q

i= 1

( n2)
w t∃d

i
r%
q
1
- 1 (5)

其中 wt∃d ir%q
1
- 1表示 d ir 模 q 1- 1的二进制表达式中的项数.

3 � GMW序列最大线性复杂度快速求法

� � 在这里我们分两种情况来讨论 GMW序列最大线性复杂

度的求取问题: (1)当参数 n1, n2 均已取定时,怎样选择 k1 不

同的值使得 GMW 序列的线性复杂度最大; ( 2)当 n1n2 取定

时,怎样选择 n1, n2 和 k1 值从而使得 GMW 序列的线性复杂

度达到最大.

定理 1� 设周期为 M= q 2- 1的 GMW序列 T 其第j 项为

Tj= tr
q1

q
0

( { tr
q2

q
1

( �
j
) }

k
1 ) (6)

其中 q 0= 2, qi= q
n
i

i- 1
, n i> 1( i = 1, 2)且为正整数, �为 GF

( q2)的一个本原元, k1 为正整数满足 k1< q 1 且 gcd( k1 , q 1-

1)= 1, 则 T 具有理想自相关性能且其线性复杂度为

L = n1 ( n2)
w t∃k

1
%
q
1
- 1 (7)

如果参数 n1 , n2 均已取定, 则当 k 1= 2n1- k 2- 1( k2= 20 , 21 ,

22 , !, 2n1- 1)时, T 的线性复杂度取得最大值

Lmax= n1 ( n2)
n
1
- 1 (8)

证明 � 在引理1 中取指标集 J= { 1} , 则 S j= tr
q
1

q
0

( �j)为 m

序列, 又知 m 序列有理想自相关性能, 则周期为 M = q2- 1

的GMW序列 Tj = tr
q
1
q
0
( { tr

q
2
q
0
( �j ) } k1)也有理想自相关性能.

又由引理 1 可见当取指标集 J = { 1}时, GMW 序列的线性复

杂度为 L = n1( n2)
w t∃k

1
%
q
1
- 1 .

由公式(7)知 L = n1( n2)
w t∃k

1
%
q
1
- 1 , 因为 k1 为正整数且 k 1

< q 1, gcd( k 1, q 1- 1) , 所以 k1 ∀ q 1- 2. 又因为 q1- 1= 20+ 21

+ !+ 2n1- 1, 所以我们可以得到 q 1- 2= 21+ 22+ !+ 2n1- 1 ,

因此 wt∃k1%q
1
- 1 ∀ n1- 1,这样设 k2= 20, 21, 22, !, 2n1- 1, 当 k 1

= 2n1- k 2- 1时, wt∃k1% q
1
- 1= n1- 1且能满足 gcd( k1, q1- 1)

= 1, GMW 序列 T 的线性复杂度取得最大值 L max = n1

( n2)
n
1
- 1 .

推论 1� 对于定理 1 中的 GMW 序列 T , 如果参数 n1 , n2

均已取定, 则当 k1= 2, 22, 23, !, nn1- 1时, T 的线性复杂度取

得最小值

Lmin= n1n2 (9)

证明 � 当 k 1= 2, 22, 23, !, 2n1- 1时, wt∃k 1%q
1
- 1= 1, 由公

式(7)可见此时线性复杂度取得最小值 Lmin= n1n2.

推论 2 � 设GMW序列 T 如定义 2 中所定义, 参数 n1, n2

均已取定, 则选择不同的 k1 值, T 的线性复杂度可以取 n1n2,

n2n
2
2, !, n1 ( n2)

( n
1
- 1)
中不同的值.

定理2� 设周期为 M= q 2- 1的 GMW 序列T 如定义2 中

所定义, 则当 n2= 2, n1=
log2( M+ 1)

2
, k 1= 2

log
2
( M + 1)

2
- 1- k 2- 1

( k2= 20, 21, 22, !, 2n1- 2 )时, 序列 T 的线性复杂度取得最大

值

Lmax=
log2( M+ 1)

2
(2)

log
2
( M+ 1)

2 - 1 (10)

证明 � 由定理 1 知

Lmax= n1( n2 )
n
1
- 1 (11)

因为 q0= 2 且 qi= q
n
i
i- 1 ( i = 1, 2) , 所以 q1= q

n
1
0= 2n1,

q2= q
n
2
1 = 2n1&n2, 又因为 M= q2- 1,所以 2n1&n2= M+ 1, 即 n1

&n2= log2( M+ 1) . 由于参数 n1, n2 为不定值, 所以上式可以

化为以下形式

Lmax=
log2 (M+ 1)

n2
( n2 )

log
2
( M + 1)

n
2

- 1 (12)

因为 n2必须大于 1,即 n2∋ 2 且为正整数, 这是因为如果 n2

= 1, 那么序列就会退变成 m 序列, 不符合我们的前提条件,

所以 n2 必为大于或者等于 2的正整数, 又指数函数的增长要

远远大于幂函数的增长速度,所以要想使式( 12)取得最大值

就必须使 n2 项越小越好,
log2( M+ 1)

n2
- 1项越大越好, 从此式

我们可以看出当 n2= 2, n1=
1
2
log2 ( M + 1) , k 1= 2

log
2
( M+ 1)

n
2

- 1

- k2- 1( k2= 20, 21, 22, !, 2n1- 2)时, L 取得最大值

L#max=
log2 (M+ 1)

2
(2)

log
2
( M+ 1)

2
- 1 (13)

推论3� 设周期为 M= q 2- 1的 GMW 序列T 如定义2 中

所定义, 则当 n1= 2, n2=
1
2
log2 ( M+ 1) , k1= 2 时, 序列 T 的

线性复杂度取得最小值 log2( M+ 1) .

证明 � 由式(7)和定理 2 的证明可见, 当 n1= 2, n2=
1
2

log2( M+ 1)时, 因为 k 1为正整数, k1< q1= 2n1= 4 且 gcd( k1,

3) = 1,所以 k 1= 2, L 取得最小值

L#min= n1 n2= log2( M+ 1) (14)

4 � 实例

� � 为了说明定理 1 和定理 2, 下面我们举两个实际的例子.

例 1 � 设 GMW序列 T 的第 j 项为

T j= tr 2
6

2
( { tr 2

24

2
6 ( �

j ) } k1)

求 T 的线性复杂度L 的取值范围.

解 � 由已知可见 q 1= 26 , q 2= 224, T 的周期为 q2- 1= 224

- 1, n1= 6, n2= 4. 由公式( 7)知 L = n1( n2)
wt∃k

1
%
q
1
- 1, 根据定
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理1 知,当 k 1= 2n1- k2- 1, 其中( k2= 20, 21, 22 , !, 2n1- 1 ) , 即

k 1= 62, 61, 59, 55, 47, 31 时, T 的线性复杂度 L 取得最大值

Lmax= 6( ( 4) 6- 1
= 6144. 当 k1= 2, 2

2
, !, 25 时, L 取得最小值

Lmin= 6 ( 4= 24.

从这个例子我们可以看出,对 GMW序列来说,当 n1n2给

定时, 选择不同的 k 1 值, 可以得到具有不同线性复杂度的

GMW序列,也就是说可以通过改变参数 k 1 的值来改变序列

的线性复杂度,从而寻找出具有更大线性复杂度的 GMW 序

列.

例 2� 设 GMW序列 T 的第j 项为

Tj = tr
q
1

q
0

( { tr 2
24

q
1

( �j ) } k1)

求 T 的线性复杂度L 的取值范围.

解 � 已知GMW序列 T 的周期为M= q2- 1= 224- 1, 由

定理 2知, 当 n2= 2, n1=
1
2
log2( M+ 1) = 12, k 1= 2

log
2
( M+ 1)

2
- 1

- k 2- 1 ( k 2= 20, 21, 22 , !, 2n1- 2) , 即 k 1= 2046, 2045, 2043,

2039, 2031, 2015, 1983, 1919, 1791, 1535, 1023 时, T 的线性复杂

度L 取得最大值 n1( n2)
n
1
- 1= 12& (2) 12- 1= 24566. 当 n1= 2, n2

= 12, k1= 2 时, L 取得最小值n1n2= 2(12)= 24.

从例 2我们可以看出,对 GMW 序列来说, 当只给定其周

期,即 n1n2给定时, 我们可以选择 n1, n2 和 k1 的值, 从而改

变序列的线性复杂度,使得序列的线性复杂度取得最大值,且

此方法具有普遍意义.如果需要用 GMW 序列构造扩频族, 就

可以很快捷的通过带入 n1 , n2 和 k 1值而得到一些具有较大

线性复杂度的 GMW 序列来进行构造.

5 � 结论

� � 综上所述,本文研究了 GMW 序列线性复杂度的最值问

题,给出了对于相同周期长度的 GMW 序列怎样选择其参数

从而使得序列的线性复杂度取得最大值的快速求法, 以此来

构造新的 GMW序列, 由实例可见用此方法来构造扩频序列

族简单易行、便于理解, 应该是更好的选择.
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